
STAT0041: Stochastic Calculus

Homework 2 - Martingales

Lecturer: Weichen Zhao Fall 2025

1. 设τ和σ为(Fn)停时, 证明：τ ∨ σ := max(τ, σ)和τ + σ为 (Fn)停时。

2. 设τ和σ为(Fn)停时, 证明：

(1) τ是Fτ可测的;

(2) 若τ ≤ σ, 那么 Fτ ⊂ Fσ.

3. 设 τ 为停时, n ∈ N+. 令

τn := 2−n([2nτ ] + 1),

τ ′
n := 2−n[2nτ ],

这里 [x] 表示 x 的整数部分. 证明 τn 为停时, 并举例说明 τ ′
n 不是停时.

4. 设ξn为可积独立随机变量序列, 证明：如果Eξn = 0, 则ηn :=
∑n

i=1 ξi 为 Fn = σ(ξ1, · · · , ξn)-鞅。

5. 设ξn为独立同分布随机变量序列, 其分布密度为f，g是另一个分布密度。定义ηn :=
∏n

i=1
g(ξi)
f(ξi)
，证

明：ηn 为 Fn = σ(ξ1, · · · , ξn)-鞅。

6. 若 (Xn) 是非负 Fn 下鞅列，Cn 是 Fn非负可料随机序列，且对任意的 n ≥ 0，E|Cn|< ∞，证明：
鞅变换Yn = C0X0 +

∑n
k=1 Ck(Xk −Xk−1)是 Fn 下鞅。

7. (Kolmogorov不等式) 设ξn为独立同分布随机变量序列，满足Eξn = 0. 定义ηn :=
∑n

i=1 ξi, 记Eξ2n :=

σ2
n, 证明：对任意ϵ > 0，有

P( max
1≤n≤N

|ηn|≥ ϵ) ≤ 1

ϵ2

N∑
n=1

σ2
n.

Hint: 利用第4题结论，对下鞅η2n用Doob不等式。
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